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Περιεχόμενα

• Το πρόβλημα της κυρτής ικανοποιησιμότητας (convex feasibility problem)

• Βελτιστοποίηση κυρτών συναρτήσεων με κυρτούς περιορισμούς – ο 
αλγόριθμος projected gradient

• Βελτιστοποίηση κυρτών μη-ομαλών συναρτήσεων

• Γενίκευση της προβολής – τελεστής εγγύτητας

• Ο αλγόριθμος εγγύτατης κλίσης

• Ο αλγόριθμος εγγύτατης κλίσης με επιτάχυνση

• Συνήθεις όροι κανονικοποίησης και οι αντίστοιχοι τελεστές εγγύτητας

• Εφαρμογές

• Αραιή αναπαράσταση σημάτων (ISTA, FISTA)

• Συμπλήρωση πίνακα χαμηλής τάξης (SVT)

• Διαχωρισμός υποβάθρου από προσκήνιο σε βίντεο (Robust PCA)

• Μείωση θορύβου με διατήρηση ακμών (TV-Denoising)



ΑΛΓΟΡΙΘΜΙΚΕΣ ΜΕΘΟΔΟΙ ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗΣ ΜΕ ΕΜΦΑΣΗ ΣΕ ΚΑΤΑΝΕΜΗΜΕΝΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ2/3/2023 3

Το Πρόβλημα της Κυρτής 
Ικανοποιησιμότητας

(Convex Feasibility Problem)
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Convex Feasibility Problem

• Το πρόβλημα της κυρτής ικανοποιησιμότητας συνίσταται στην εύρεση 
(υπολογισμό) ενός σημείου 𝒑 το οποίο βρίσκεται στην τομή ενός συνόλου 
από κυρτά σύνολα

𝒑 ∈ ℐ =ሩ

𝑛=1

𝑁

𝒞𝑛

Το πρόβλημα αυτό το συναντάμε σε προβλήματα ικανοποίησης πολλαπλών 
περιορισμών / συγχώνευσης γνώσης κ.λπ.
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Convex Feasibility Problem

• Ορίζουμε τον τελεστή προβολής ενός σημείου 𝒙 ∈ ℝ𝑑 στο σύνολο 𝒞 ως το 
σημείο εκείνο που ανήκει στο 𝒞 και έχει ελάχιστη απόσταση από το 
σημείο 𝒙, δηλαδή

𝛱𝒞 𝒙 = argmin
𝒚∈𝒞

𝒙 − 𝒚 2

• Ένας ευρέως γνωστός αλγόριθμος που υπολογίζει ένα σημείο στην τομή 
𝑁 κλειστών, συμπαγών και κυρτών συνόλων, υποθέτοντας πως η τομή 
αυτή δεν είναι κενή, είναι ο αλγόριθμος Projection Onto Convex Sets 
(POCS), ο οποίος προβάλει διαδοχικά πάνω στα σύνολα 𝒞𝑛

𝒙0 ∈ ℝ𝑑

FOR 𝑘 = 0 TO +∞
𝑖 = 𝑘 MOD 𝑁

𝒙𝑘+1 = 𝛱𝒞𝑖+1 𝒙𝑘

END



ΑΛΓΟΡΙΘΜΙΚΕΣ ΜΕΘΟΔΟΙ ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗΣ ΜΕ ΕΜΦΑΣΗ ΣΕ ΚΑΤΑΝΕΜΗΜΕΝΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ2/3/2023 6

Convex Feasibility Problem

• POCS: Παράδειγμα με δύο σύνολα



ΑΛΓΟΡΙΘΜΙΚΕΣ ΜΕΘΟΔΟΙ ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗΣ ΜΕ ΕΜΦΑΣΗ ΣΕ ΚΑΤΑΝΕΜΗΜΕΝΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ2/3/2023 7

Convex Feasibility Problem

• Για ένα (κυρτό) σύνολο 𝒞 ⊂ ℝ𝑑 ορίζουμε μια δείκτρια συνάρτηση 
(indicator function) την οποία ορίζουμε ως

𝛿𝒞 𝒙 = ቐ

0, 𝛼𝜈 𝒙 ∈ 𝒞

+∞, 𝛿𝜄𝛼𝜑𝜊𝜌휀𝜏𝜄𝜅𝛼

• Έτσι, μια εναλλακτική μορφή για το πρόβλημα της κυρτής 
ικανοποιησιμότητας είναι η ακόλουθη

𝒑 ∈ arg min
𝒙∈ℝ𝑑

𝛿𝒞1 𝒙 + 𝛿𝒞2 𝒙 + ⋯+ 𝛿𝒞𝑁 𝒙

Παρατηρούμε εύκολα πως τα σημεία που ανήκουν στην τομή των κυρτών 
συνόλων είναι τα μόνα που δίνουν τιμή 0 στη συνάρτηση κόστους, ενώ όλα 
τα σημεία εκτός της τομής δίνουν τιμή άπειρο
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Ελαχιστοποίηση Κυρτής 
Συνάρτησης με Κυρτό Περιορισμό

(Αλγόριθμος Projected Gradient)
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Convex Constrained Optimization

• Ας θεωρήσουμε το πρόβλημα βελτιστοποίησης

𝒙∗ ∈ argmin
𝒙∈𝒞

𝑓 𝑥

όπου 𝒞 ⊂ ℝ𝑑 ένα κυρτό, συμπαγές και κλειστό σύνολο και η συνάρτηση 
𝑓 𝑥 είναι μια κυρτή συνάρτηση, παραγωγίσιμη (τουλάχιστον) μια φορά σε 
όλα τα σημεία του συνόλου 𝒞

• Για το πρόβλημα αυτό, ένας ευρέως γνωστός αλγόριθμος 
βελτιστοποίησης είναι ο λεγόμενος Projected Gradient Αλγόριθμος

𝒙0 ∈ 𝒞
FOR 𝑘 = 0 TO +∞

𝒙𝑘+1 = 𝛱𝒞 𝒙𝑘 − 𝛾∇𝑓 𝒙𝑘

END
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Convex Constrained Optimization

• Παράδειγμα

• Αρχικά κινούμαστε προς την κατεύθυνση μείωσης της συνάρτησης κόστους

• Αν βγούμε από το σύνολο 𝒞, επιστρέφουμε στο πλησιέστερο σημείο εντός 
του συνόλου αυτού

𝒞

𝒙𝑘+1

𝒙𝑘
𝒙𝑘 − γ∇𝑓(𝒙𝑘)
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Convex Constrained Optimization

• Χρησιμοποιώντας τον ορισμό για τη δείκτρια συνάρτηση ενός συνόλου, 
που είδαμε στα προηγούμενα, είναι δυνατόν να εκφράσουμε το 
πρόβλημα που εξετάζουμε εδώ σε μια εναλλακτική μορφή ως εξής

𝒙∗ ∈ arg min
𝒙∈ℝ𝑑

𝑓 𝑥 + 𝛿𝒞 𝒙

Παρατηρούμε πως η εισαγωγή της δείκτριας συνάρτησης 𝛿𝒞 𝒙 στη 
συνάρτηση κόστους την κάνει να έχει τιμή άπειρο σε όλα τα σημεία που δεν 
ανήκουν στο σύνολο περιορισμού 𝒞
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Βελτιστοποίηση Σύνθετης 
Συνάρτησης

(με παραγωγίσιμη και μη-παραγωγίσιμη συνιστώσα)
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Composite Convex Optimization

• Ενδιαφερόμαστε τώρα να ελαχιστοποιήσουμε συναρτήσεις κόστους που 
έχουν τη μορφή

𝐹 𝑥 = 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥

όπου η συνάρτηση 𝑓 𝑥 είναι κυρτή και παραγωγίσιμη, ενώ η συνάρτηση 
𝑔(𝑥) είναι κυρτή αλλά μη-παραγωγίσιμη

• Στα προηγούμενα, είδαμε πως όταν εμφανιζόταν μια δείκτρια συνάρτηση 
𝛿𝒞 𝒙 ως όρος της συνάρτησης κόστους, η οποία δεν μπορεί να 
παραγωγιστεί, ο τελεστής προβολής χρησιμοποιούταν για να 
«ελαχιστοποιήσουμε» τον όρο αυτό

• Για συναρτήσεις 𝑔(𝒙) που δεν είναι παραγωγίσιμες, διαφορετικές γενικά 
από τις δείκτριες συναρτήσεις που ορίσαμε, μπορούμε να ορίσουμε μια 
γενίκευση του τελεστή προβολής, τον οποίο θα ονομάσουμε τελεστή 
εγγύτατου σημείου (proximal operator)

• Θα δούμε αλγορίθμους βελτιστοποίησης, που γενικεύουν αυτούς που 
είδαμε στα προηγούμενα (αυτοί που είδαμε αποτελούν εξειδικεύσεις)
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Composite Convex Optimization

Γενίκευση του τελεστή προβολής – proximal operator

• Ο τελεστής προβολής μπορεί να οριστεί ως η λύση ενός προβλήματος 
βελτιστοποίησης της μορφής

𝛱𝒞 𝒙 = arg min
𝒚∈ℝ𝑑

𝛿𝒞 𝒚 +
1

2
𝒙 − 𝒚 2

• Κατ’ αναλογία, για μια (κυρτή) συνάρτηση 𝑔(𝒙) ορίζουμε τον τελεστή 
εγγύτατου σημείου (Proximal Operator) μέσω ενός προβλήματος 
βελτιστοποίησης της μορφής

𝑝𝑟𝑜𝑥𝑔 𝒙 = arg min
𝒚∈ℝ𝑑

𝑔 𝒚 +
1

2
𝒙 − 𝒚 2

Όπως η προβολή ενός δοσμένου σημείου σε ένα συμπαγές κυρτό σύνολο 
είναι μοναδική, έτσι και το εγγύτατο σημείο ενός δοσμένου σημείου ως 
προς μια (όχι απαραίτητα ισχυρά) κυρτή συνάρτηση είναι μοναδικό
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Composite Convex Optimization

• Ιδιότητες του Proximal Operator (χρησιμοποιούνται στις αποδείξεις 
σύγκλισης)

• Property 1: Inclusion

𝒑 = 𝑝𝑟𝑜𝑥𝑔 𝒙 ⇔ 𝒙 − 𝒑 ∈ 𝜗𝑔 𝒑

• Property 2: Non-expansiveness

𝑝𝑟𝑜𝑥𝑔 𝒙 − 𝑝𝑟𝑜𝑥𝑔 𝒚
2
+ 𝒙 − 𝑝𝑟𝑜𝑥𝑔 𝒙 − 𝒚 − 𝑝𝑟𝑜𝑥𝑔 𝒚

2
≤ 𝒙 − 𝒚 2

• Property 3: Το σύνολο σταθερών σημείων (fixed points set) του τελεστή 
ταυτίζεται με το σύνολο ελαχιστοποιητών (minimizers) της συνάρτησης 𝑔 𝒙
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Composite Convex Optimization

• Κατ’ αναλογία με τον αλγόριθμο Projected Gradient Descend

• Έχουμε τον αλγόριθμο Proximal Gradient Descend

𝒙0 ∈ 𝒞
FOR 𝑘 = 0 TO +∞

𝒙𝑘+1 = 𝛱𝒞 𝒙𝑘 − 𝛾∇𝑓 𝒙𝑘

END

𝒙0 ∈ ℝ𝑑 , 𝛾 ∈ (0, 2𝐿𝑓
−1]

FOR 𝑘 = 0 TO +∞

𝒙𝑘+1 = 𝑝𝑟𝑜𝑥𝛾𝑔 𝒙𝑘 − 𝛾∇𝑓 𝒙𝑘

END
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Composite Convex Optimization

• ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ
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Composite Convex Optimization

Accelerated Proximal Gradient Αλγόριθμος

• Κατ’ αναλογία με τον Accelerated Gradient Descend, όπου έχει 
εφαρμοστεί η μέθοδος επιτάχυνσης του Nesterov, μπορούμε να 
εφαρμόσουμε και εδώ μια παρόμοια τεχνική και να καταλήξουμε σε έναν 
αλγόριθμο ο οποίος είναι γνωστός με το όνομα Fast Proximal Gradient 
Algorithm
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Συνήθεις Όροι Κανονικοποίησης
(και οι αντίστοιχοι τελεστές εγγύτητας)
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Συνήθεις Όροι Κανονικοποίησης
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Εφαρμογές
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Εφαρμογές: Αραιά Inverse Προβλήματα
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Αραιά Inverse Προβλήματα (ISTA/FISTA)
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Διαχωρισμός Υποβάθρου / Προσκηνίου
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Εφαρμογές: Συμπλήρωση Πίνακα

• The Netflix problem
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Εφαρμογές: Συμπλήρωση Πίνακα (SVT)

• Ορίζουμε 

ή εναλλακτικά

• Και λύνουμε το πρόβλημα 
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Μείωση θορύβου με διατήρηση ακμών
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